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	Аннотация. Разработанная математическая модель позволяет оптимизировать организацион-
ные процессы предприятия с дискретным производством, используя математический аппарат линейно-
го программирования, а также его реализацию в виде готового программного решения на основе гене-
ратора AMPL. Модель имеет четкую архитектуру: с одной стороны, опирается на классический аппарат 
методов оптимизации, не нуждающийся в дополнительной валидизации; с другой стороны – использу-
ет для реализации язык AMPL как оптимальное по простоте использования, удобству и практичности 
программное обеспечение, позволяющее использовать готовые наборы решателей. Основным результа-
том исследования является моделирование производственной цепочки предприятия дискретного типа, 
включающей производство, транспортировку, хранение, распределение и доставку продукции потре-
бителям, направленное на минимизацию производственных затрат при соблюдении технологических 
требований. Модель апробирована на производственной цепочке предприятия Ростовской области по 
производству снеков, имеющего два завода – в Морозовске и Константиновске – и поставляющего свою 
продукцию в 11 районов области. Построенная модель может быть положена в основу пользователь-
ского программного комплекса, направленного на поддержку малого и среднего предпринимательства.

Ключевые слова: оптимизация цепочки поставок, методы оптимизации, линейное программи-
рование

Для цитирования: Крамаров С. О., Кузьминов А. Н., Рутта Н. А., Сахарова Л. В. Матема-
тическая модель оптимизации организационных процессов предприятия с  дискретным производ-
ством // Вестник Сургутского государственного университета. 2024. Т. 12, № 4. С. 61‒76. https://doi.
org/10.35266/2949-3455-2024-4-5.

Original article

Mathematical model of organizational process optimization  
for discrete production enterprise

Sergey O. Kramarov1*, Aleksandr N. Kuzminov2, Natalya A. Rutta3, Lyudmila V. Sakharova4

1Surgut State University, Surgut, Russia
2, 3, 4Rostov State University of Economics, Rostov-on-Don, Russia
1maoovo@yandex.ru*, https://orcid.org/0000-0003-3743-6513
2mr.azs@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-9835-7598
3rutic79@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-2521-2486
4l_sakharova@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-4897-4926

mailto:maoovo@yandex.ru
https://orcid.org/0000-0002-9835-7598
mailto:rutic79@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-2521-2486
mailto:4l_sakharova@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-4897-4926
https://doi.org/10.35266/2949-3455-2024-4-5
https://doi.org/10.35266/2949-3455-2024-4-5
mailto:maoovo@yandex.ru
https://orcid.org/0000-0002-9835-7598
mailto:rutic79@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-2521-2486
mailto:4l_sakharova@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-4897-4926


62

Крамаров С. О., Кузьминов А. Н., Рутта Н. А., Сахарова Л. В.
Математическая модель оптимизации организационных процессов предприятия 

с дискретным производством

© �Крамаров С. О., Кузьминов А. Н., 
Рутта Н. А., Сахарова Л. В., 2024

Abstract. The article presents a  mathematical model for optimizing the organizational processes 
of an enterprise with discrete production. The model is developed using the mathematical apparatus of linear 
programming and implemented as a ready-made software solution based on the AMPL generator. The model 
has a clear architecture: on the one hand, it utilizes the classical apparatus of optimization methods that do not 
require additional validation; on the other hand, it uses the AMPL language for implementation as the optimal 
software in terms of ease of use, convenience and practicality, allowing the use of ready-made sets of solvers. 
The main result of the study is the modeling of the production chain of a discrete production enterprise, in-
cluding production, transportation, storage, distribution and delivery of products to consumers, aimed at mini-
mizing production costs while complying with technological requirements. The production chain of a snacks 
enterprise in the Rostov Oblast was used to test the model. This enterprise has two plants in Morozovsk 
and Konstantinovsk and supplies its products to eleven districts of the oblast. The constructed model serves 
as a foundation for a user software package designed to support small and medium enterprises.
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ВВЕДЕНИЕ
Большинство проблем в  изучаемой обла-

сти связано с потребностью в инструментах, 
поддерживающих принятие решений о  раз-
мещении новых промышленных объектов 
и  управлении уже существующими  [1]. Не-
обходимость в  подобных инструментах воз-
никает в отношении производственных пред-
приятий, складов, центров снабжения, когда 
встает вопрос об их реструктуризации, пере-
мещении либо окончательной ликвидации.

Наиболее типичной является логистиче-
ская проблема, когда необходимо одновре-
менно разместить два или более объекта или 
добавить объект, когда хотя бы один объект 
уже существует [2]. В случае, когда объектов 
больше, количество возможных конфигура-
ций становится огромным и ситуация трудно-
обозримой [3].

Существует множество проблем, прису-
щих цепочкам поставок, не разработанных 
должным образом каждым из участников 
цепочки  [4]. Большинство из них возникают 
из-за неудачного расположения промышлен-
ного объекта, что может повлиять на другие 
области планирования цепочки, такие как по-
литика инвентаризации или транспортировка 
продукции. Об этой ситуации свидетельству-
ет чрезмерное использование запасов, увели-
чение затрат на логистику, увеличение долго-
срочных капитальных вложений и снижение 
уровня обслуживания клиентов [5].

Цепочка поставок объединяет производ-
ственную цепочку поставщика, производ-
ства, транспортировки, хранения, распреде-
ления и  конечного потребителя. Направле-
ние цепочки поставок отвечает за синхро-
низацию требований потребителя с потоком 
материалов поставщиков, это для того, что-
бы получить баланс, который отражает-
ся в  вопросах снижения удельных затрат, 
снижения запасов, сокращения возвратов 
и  отказов, чтобы улучшить обслуживание 
клиентов и  повысить гибкость (объем до-
ставки)  [6, 7]. Цепочки поставок включают 
в себя множество звеньев, и их конкретный 
состав зависит от отрасли, продукта и стра-
тегии компании. Можно выделить несколько 
основных звеньев, которые чаще всего при-
сутствуют:

Поставщики сырья и материалов – началь-
ное звено, обеспечивающее исходные мате-
риалы для производства. Это могут быть как 
производители сырья (например, рудники для 
добычи металлов), так и поставщики готовых 
компонентов (например, производители ми-
кросхем для электроники).

Производители преобразуют сырье и  ма
териалы в готовые продукты или промежуточ-
ные товары. Это может быть как собственное 
производство компании, так и привлечение сто-
ронних производителей (outsourcing).

Поставщики компонентов и  запчастей:  да
же если компания сама производит основной 
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продукт, ей часто нужны компоненты и запча-
сти от других поставщиков.

Склады и  логистические центры:  здесь 
происходит хранение и  управление запаса-
ми, а также сортировка и подготовка товаров 
к дальнейшей доставке.

Транспортные компании отвечают за фи-
зическую доставку товаров на всех этапах 
цепочки поставок – от поставщиков сырья до 
конечных потребителей. Это включает в себя 
различные виды транспорта: автомобильный, 
железнодорожный, морской, воздушный.

Дистрибьюторы и  оптовики закупают то-
вары у производителей оптом и перепродают 
их розничным продавцам.

Розничные продавцы  – конечное звено, 
которое продает товары непосредственно по-
требителям. Это могут быть как физические 
магазины, так и онлайн-платформы.

Потребители (клиенты)  – конечные поль-
зователи товаров и услуг. 

Дополнительные звенья (в зависимости от 
контекста): сервисные компании (предостав-
ляют услуги, связанные с обслуживанием, ре-
монтом и утилизацией товаров); финансовые 
учреждения (обеспечивают финансирование 
на разных этапах цепочки поставок); тамо-
женные органы (осуществляют контроль за 
перемещением товаров через границы); регу-
ляторные органы (устанавливают стандарты 
и  правила, касающиеся безопасности, каче-
ства и экологических аспектов); информаци-
онные и  технологические компании (предо-
ставляют программное обеспечение и другие 
технологии, необходимые для управления це-
почкой поставок).

Основная цель цепочек поставок  – удо-
влетворить клиента и в процессе этого полу-
чить прибыль, т. е. максимизировать общую 
созданную стоимость. Прибыль, создаваемая 
цепочкой поставок, представляет собой раз-
ницу между стоимостью конечного продукта 
для покупателя и  затратами на выполнение 
запроса клиента [8, 9]. 

Основные элементы цепочки поставок  – 
это: продукты (в переработке, транспорти-
ровке, хранении); потребители или клиенты; 
провайдеры; производственные предприятия; 

дистрибьюторские центры; оптовые дистри-
бьюторы; розничные торговцы или оптовые 
торговцы; логистические операторы; транс-
портные системы или виды транспорта; ин-
формационные системы; зеленая логистика 
и т. д. [10].

Информационные системы цепочки по-
ставок являются предметом исследования 
для многих авторов [11, 12]. Существует не-
сколько интегрированных информационных 
систем, таких как SAP и ORACLE, называе-
мых ERP (Планирование ресурсов предприя-
тия), которые предоставляют и  интегриру-
ют информацию по всей цепочке поставок 
через ключевые модули, такие как закупки 
и поставщики, финансовый и бухгалтерский 
учет, человеческие ресурсы, планирование 
производства, планирование транспортиров-
ки и  операции (Системы управления транс-
портом ТМС), системы управления складом 
(Системы управления складом WMS), моду-
ли прогнозов и  запасов, модуль управления 
связями с  клиентами (Управление взаимоот-
ношениями с клиентами CRM), среди прочих 
возможных.

К типичным операциям относятся [13–15]: 
администрирование портфеля продуктов 
и  услуг, контроль производства, кейтеринг, 
распределение. Чтобы понять, как компания 
может повысить производительность цепочки 
поставок с точки зрения оперативности и эф-
фективности, необходимо изучить движущие 
силы поведения компании: объекты, запасы, 
распределение, информация, закупки и цено-
образование [16]. Для успешного управления 
цепочкой поставок требуются решения, свя-
занные с  потоком информации, продуктов 
и средств [17–20].

Математическое моделирование как ин-
струмент оптимизации управления предприя-
тием. Методы оптимизации есть адекватный 
инструмент для проектирования сети, в кото-
ром при принятии решения важно учитывать 
многие логистические аспекты, связанные 
с  количеством, расположением и  размером 
складов в логистической сети  [21, 22]. Зада-
чи оптимизации возникают, когда необходимо 
принять решение о том, чтобы оптимальным 
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образом распределить ограниченные ресур-
сы на действия, которые конкурируют друг 
с другом за них, для достижения наилучших 
результатов [23].

При оптимизации цепочек поставок обыч-
но применяется линейное программирова-
ние [24]. В случае, когда вся цепочка еще не 
существует и, например, определяется новое 
местоположение завода или одного или не-
скольких распределительных центров, гене-
рируются целочисленно-смешанные задачи 
линейной оптимизации [25].

В источнике  [26] разработано математи-
ческое моделирование детерминистического 
производства и распределения, применяемое 
к компании по поставкам медицинских това-
ров для оптимизации всей цепочки поставок. 
Как отмечает Шапиро  [27]: «Модели опти-
мизации являются необходимыми и  жела-
тельными инструментами для определения 
эффективных решений в  цепочке поставок. 
Это единственные инструменты, способные 
комплексно анализировать сложные взаимо-
действия решений, принимаемых по всей це-
почке поставок компании».

Это свидетельствует о  том, что линейное 
программирование является важным аспек-
том создания оптимизационных моделей. 
Математические концепции должны быть 
развиты и адаптированы к бизнес-теме таким 
образом, чтобы они позволяли экономить вре-
мя и проводить анализ различных сценариев 
с  целью принятия решений с  минимальной 
вероятностью ошибки.

Этапы проектирования математической мо-
дели следующие  [13, 28–32]: 1) определение 
интересующей проблемы и сбор соответствую-
щих данных; 2) формулировка математической 
модели, которая представляет проблему; 3) раз-
работка процедуры на основе программного 
обеспечения для получения решения проблемы 
из модели; 4) анализ результатов.

Цель настоящего исследования  – матема-
тическое моделирование организационных 
процессов предприятия с дискретным произ-
водством, направленного на их оптимизацию 
и  использующего как инструмент линейное 
программирование, а  также числовые ряды 

данных, всесторонне характеризующие рабо-
ту предприятия в течение заданного года.

Объект моделирования  – производствен-
ная цепочка предприятия дискретного типа, 
включающая производство, транспортировку, 
хранение, распределение и доставку продук-
ции потребителям.

Предмет моделирования – производствен-
ная цепочка предприятия Ростовской области 
по производству снеков, имеющего два заво-
да – в Морозовске и Константиновске – и по-
ставляющего свою продукцию в  11  районов 
области.

Задачи моделирования:
–  анализ ситуации на предприятии, сбор 

данных, выявление определяющих условий 
работы предприятия, оптимизируемых пара-
метров и производственных ограничений;

–  разработка математической модели пред-
приятия на основе задачи линейного програм-
мирования, математическая формализация 
требований к производству и логистике пред-
приятия;

–  реализация модели на основе генерато-
ра AMPL (язык моделирования для матема-
тического программирования, веб-сайт [33]), 
удобного решателя с мощным программным 
аппаратом, что очень важно для моделирова-
ния и решения реальных задач;

–  анализ полученных численных результа-
тов, их интерпретация, формирование списка 
практических выводов.

В настоящем исследовании используется 
модель линейного программирования, с  по-
мощью которой решается проблема оптими-
зации производства и логистики предприятия 
для достижения устойчивой работы пред-
приятия при минимальных затратах. Модель 
построена на сетевой структуре, которая учи-
тывает заводы, распределительные центры 
и доставку продукции клиентам. Потоки гото-
вой продукции моделируются по всей цепоч-
ке поставок с  явной детализацией затрат на 
производство, транспортировку готовой про-
дукции и управление запасами. Модель вклю-
чает в себя оптимизацию цепочки путем на-
значения количества распределяемой продук-
ции для каждого района сети при соблюдении 
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ряда ограничений, включающих: мощность 
заводов и  распределительных центров, удо-
влетворение значений спроса по продуктам 
и по районам, баланс материальных потоков 
на заводах, баланс товарных потоков в  рас-
пределительных центрах и условие неотрица-
тельности переменных решений.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Постановка задачи. Компания, на которой 

основывалось исследование, относится к сек-
тору массового потребления снеков. В настоя-
щее время у  нее есть два производственных 
предприятия, расположенных в  Морозовске 
и Константиновске Ростовской области, на ко-
торых производятся различные линии про-
дукции, распространяющиеся через торговые 
агентства в разных регионах страны. Оба заво-
да имеют общее производство линии экструди-
рованных продуктов, которые распространя-
ются в основном в районы севера Ростовской 
области. Ассортимент: чипсы (пеллет), луко-
вые колечки (пеллет), сухарики (пшенично-
ржаные), арахис соленый, фисташки, семечки, 
кукурузные палочки, кукурузные колечки и др.

Структура затрат. В  структуре затрат 
в  цепочке поставок снеков можно выделить 
следующие компоненты [34, 35]:

1.  Стоимость приобретения или производ-
ства учитывает прямые или косвенные затра-
ты на оплату труда, прямые или косвенные 
материальные затраты, общехозяйственные 
расходы (выраженные в денежной единице на 
единицу продукции).

2.  Стоимость заказа. Административные 
и  офисные расходы, связанные с  процессом 
заказа на поставку, отправкой, обработкой за-
каза, транспортными расходами или стоимо-
стью запуска партии продукции в случае про-
изводства (выраженные в денежной единице 
на заказ).

3.  Стоимость хранения. Деньги, связанные 
с запасами, стоимость складских помещений, 
стоимость обработки, стоимость страхования, 
устаревание, ухудшение качества, стоимость 
ведения учета запасов (выраженные в денеж-
ной единице / единице измерения / единице 
времени).

4.  Стоимость недопоставки/дефицита учи-
тывает все потери, связанные с  отсутствием 
товара или услуги: упущенная прибыль, затра-
ты на экстренные закупки, штрафы за наруше-
ние контрактов, потерю репутации и потенци-
альную потерю клиентов.

5.  Типичная структура затрат на произ-
водство закусок состоит из сырья (MP), пря-
мого труда (MOD), упаковочного материала 
(ME) и  производственных накладных расхо-
дов (CIF). В  CIF мы видим расходы на тех-
ническое обслуживание (Mtto), косвенную 
рабочую силу (MOI), коммунальные услуги, 
такие как вода, энергия, газ и другие, затраты 
на уборку, расходы на безопасность [36].

Инвентарь инкапсулирует деньги, и  не-
правильное управление им может повлиять 
на финансовое положение компаний. Иметь 
слишком много запасов так же проблема-
тично, как и слишком мало. Слишком много 
подразумевает ненужные дополнительные 
расходы, связанные с  хранением, страхо-
ванием, налогами и  теми, которые связаны 
с износом или устареванием товаров, кото-
рые хранятся на складе. Эти затраты растут 
с увеличением запасов. Однако есть и дру-
гие, которые уменьшаются при увеличении 
запасов.

Проблема, которую нужно решить. Каж-
дая организация стремится к  достижению 
и поддержанию конкурентоспособности, удо-
влетворению своих клиентов, минимизации 
своих затрат и  увеличению прибыльности, 
для этого ей необходимы инструменты, по-
зволяющие своевременно и адекватно прини-
мать решения, направленные на снижение со-
вокупных затрат, встречающихся в процессах 
закупки сырья, производства и  распростра-
нения. Принятие этих решений становится 
трудным из-за размера и сложности компаний 
и  большого количества переменных, с  ко-
торыми они работают, особенно когда у них 
есть несколько продуктов, сырья, производ-
ственных предприятий и клиентов.

В рамках настоящего исследования пред-
полагалось, что завод, находящийся в  Мо-
розовске, имеет ограниченную мощность. 
В  настоящее время мощность этого завода 
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составляет 113 215 коробок готовой продук-
ции, 80 % которой реализуется в  северных 
районах области. Мощность завода в  Кон-
стантиновске составляет 39  600  коробок 
в  месяц. Средний спрос в  месяц составляет 
91 200 коробок.

Для компании жизненно важно знать эф-
фект добавления затрат на производство, рас-
пределение, запасы, а также валовую прибыль, 
полученную для каждого из продуктов в соот-
ветствии с географическим положением клиен-
тов. Необходимо определить, сколько, на каком 
заводе и каких продуктов необходимо произво-
дить, чтобы удовлетворить спрос потребителей, 
сводя к минимуму затраты, не забывая при этом 
о  других факторах, таких как эффективность 
и мощность каждого из заводов.

Цель этой математической модели – отве-
тить на поставленные вопросы, минимизиро-
вав соответствующие общие затраты и опти-
мизировав цепочку поставок. Анализ резуль-
татов будет включать, среди нескольких фак-
торов, возможность инвестирования в  завод 
в Морозовске для расширения его мощностей 
и, таким образом, повышения рентабельно-
сти производства без необходимости произ-
водства на заводе в Константиновске.

Вопросы можно сформулировать следую-
щим образом:

–  Какие и сколько продуктов должны быть 
произведены на каждом заводе?

–  Какое распределение спроса должно 
быть у распределительных центров?

–  Следует ли увеличить мощность заводов 
и как именно с учетом уровня эффективности 
и  производительности каждого из производ-
ственных предприятий и географического по-
ложения районов?

Как уже было сказано, исследуемая компа-
ния имеет два производственных предприя-
тия со следующими мощностями для расши-
ренной линии:

Завод 1: Константиновск. Установленная 
мощность: 411  тонн в  месяц. Используемая 
мощность: 66,4 %

Завод 2: Морозовск. Установленная мощ-
ность: 120 тонн в месяц. Используемая мощ-
ность: 98 %

Основным сырьем, поставляемым для этого 
процесса, является дробленая кукуруза, кото-
рая требует специальной обработки от помола 
до использования в  производственном про-
цессе. Эти два завода совместно производят 
ряд продуктов, которые в основном продают-
ся в северных районах области. Расширенные 
продукты характеризуются малым объемом и, 
следовательно, оказывают большое влияние на 
издержки сбыта. Компания поставляет свою 
продукцию 11 торговых районов, среди кото-
рых: Белокалитвинский, Тацинский, Морозов-
ский, Милютинский, Кашарский, Боковский, 
Шолоховский, Верхнедонской, Чертковский, 
Миллеровский, Тарасовский.

Система дистрибуции осуществляется из 
распределительных центров обоих заводов, 
с завода в Константиновске они отправляют-
ся в трех типах транспортных средств (грузо-
вики до 3  тонн, 3–5  тонн и 5–10  тонн), а из 
Морозовска – только в  грузовиках 3–5 тонн. 
В связи с тем что товары имеют очень низкое 
соотношение объем/вес, контракты на пере-
возку заключаются по маршруту, а не по весу. 
Согласно политике компании грузовик дол-
жен быть загружен более чем на 98 %, чтобы 
оптимизировать расходы.

Необходимо определить, сколько единиц 
каждого продукта должно производиться на 
каждом заводе каждый месяц и сколько еди-
ниц должно ежемесячно отгружаться с  каж-
дого склада в каждый район, чтобы миними-
зировать соответствующие общие затраты.

Поскольку стоимость запасов и складские 
мощности ограничены, необходимо ежеме-
сячно отслеживать количество каждого про-
дукта, хранящегося на каждом заводе. Сле-
довательно, модель линейного программиро-
вания имеет три типа переменных решения: 
1) объемы производства; 2) количество запа-
сов; 3) отгруженное количество.

Компания управляет производственной си-
стемой в  соответствии со своей технологиче-
ской картой, которая начинается с проектиро-
вания и  разработки продуктов. Когда продук-
ты разработаны в соответствии с требования-
ми заказчика, запрос отправляется в  процесс 
снабжения, который отвечает за управление 
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поставками на каждый из заводов. Затем осу-
ществляется производственный процесс по со-
зданию продуктов, которые хранятся на скла-
дах, чтобы логистика распределения могла удо-
влетворить спрос коммерческого управления.

Сбор данных проводился внутри компании 
с помощью прямых интервью с участниками 
производственного процесса, в  результате 
чего были сформулированы таблицы данных 
для модели (табл. 1, рис. 1).

Таблица 1
Затраты на перевозку

Торговые районы Морозовск-1 Морозовск-2 Константиновск
Белокалитвинский 1,775 2,075 2,667
Тацинский 1,967 2,267 3,000
Морозовский 2,567 2,867 2,833
Милютинский 1,833 2,133 1,750
Кашарский 2,333 2,633 1,417
Боковский 1,085 1,385 1,800
Шолоховский 1,085 1,385 1,800
Верхнедонской 1,967 2,267 3,083
Чертковский 0,300 0,000 1,750
Миллеровский 2,567 2,867 2,833
Тарасовский 0,300 0,600 1,750

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании.

Рис. 1. Затраты на перевозку
Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Математическая модель и программная 

реализация
Математическая модель. Формула, уста-

новленная для определения общих затрат, 
была следующей:

CTR = Z×CPN + XY×CPN + XZ×CPN + 
+Z×CFI + XY×CF + XZ×CFE + Y×CINV,

где Z  = количество единиц продукции, от-
правленных с завода на склад;

XY  = количество единиц продукции, от-
правленных с завода в районы;

XZ  = количество единиц продукции, от-
правленных со склада в районы;

Y = количество единиц продукции, храня-
щихся на складе;

CPN  = стоимость производства единицы 
продукции;

CINV = стоимость хранения единицы про-
дукции;
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CFE = стоимость внешней перевозки еди-
ницы продукции;

CFI  = стоимость внутренней перевозки 
единицы продукции;

CF = стоимость перевозки с завода в райо-
ны единицы продукции.

Общая стоимость производства продук-
ции = XY×CPN + XZ×CPN. 

Общая стоимость перевозки продукции  = 
= Z×CFI + XY×CF + XZ×CFE. 

Общая стоимость хранения продукции  = 
= Y×CINV.

Структурирование математической мо-
дели. Данные, использованные в  сценарии 
анализа, были собраны с учетом двух произ-
водственных предприятий. Специально были 
рассмотрены типы поставщиков по место-
нахождению и  годовому объему, расположе-
ние складов и  распределительных центров, 
транспортные расходы и постоянные затраты 
на складах.

Характеристики модели. Схематично мо-
дель можно представить так, как показано на 
рис. 2.

Общие характеристики моделируемой 
системы

Модель рассчитана на период планирова-
ния 7 месяцев.

Рассматриваются несколько продуктов.
В качестве переменной решения рассма-

тривается количество продукции, которое 
должно быть произведено на каждом из заво-
дов и распределено по каждому из районов.

Включены ограничения емкости, запасов 
и спроса.

Целевая функция включает в  себя сумму 
всех затрат, связанных с цепью.

Районы могут получать продукты от любо-
го из двух складов.

Не моделируются распределительные по-
токи от заводов к конечным потребителям.

Возможный переток продукции между за-
водами не предполагается.

Окончательный запас определяется для 
того, чтобы гарантировать поставку продук-
ции и избежать ее отсутствия на складе.

Поскольку это скоропортящиеся продукты, 
учитывается срок их полезного использования.

Формулировка модели
Параметры и переменные для этой модели 

определяются с учетом затрат на хранение на 
складе, производственных затрат на заводах 
и фрахта, связанного с распределением.

Параметры
CAPi = производственная мощность i-го за-

вода;

Рис. 2. Характеристики модели
Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании.

Количество товаров: j = 9. 
Количество производственных предприятий = 2.
Количество районов: k = 11.
Количество месяцев: l = 7.
Количество распределительных центров m = 2.
Инвентарная политика: 2 дня.
Мощность производственных предприятий:

Константиновск: 39 600 коробок/месяц.
Морозовск: 113 215 коробок/месяц.

Тип используемых грузовиков: Простые грузовики вместимостью 600 ящиков.
Всего переменных: 3150.
Всего ограничений: 885.
Целевая функция: 1.
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CPNij = стоимость производства единицы 
j-го продукта на i-м заводе;

DEMjkl = спрос на j-й продукт в k-м районе 
в течение месяца;

CINVjm = стоимость хранения запасов j-го 
продукта в m-м распределительном центре;

CAPCENm = максимальная вместимость за-
пасов m-го распределительного центра;

CFIim = стоимость перевозки от i-го завода 
до m-го распределительного центра;

CFik = стоимость перевозки от i-го завода 
до k-го района;

CFEmk = стоимость перевозки из m-го рас-
пределительного центра m-й район;

INVCEROCjm = начальный запас j-го про-
дукта j в m-м распределительном центре;

INFINALj = окончательная инвентариза-
ция j-го продукта j в последнем месяце (де-
кабрь).

Переменные решения
Yjml = количество единиц j-го товара, храня-

щегося в m-м распределительном центре в те-
чение месяца;

Zjiml = количество единиц j-го товара, отгру-
женного из m-го распределительного центра 
в течение месяца;

XYjlik = количество единиц j-го товара, от-
груженного с  i-го завода в  течение месяца 
для k-го района;

XZzmlk = количество единиц j-го товара, от-
груженного из m-го распределительного цен-
тра в течение месяца для k-го района.

Переменные решения представляют со-
бой контролируемые переменные, которыми 
может управлять компания и которые прямо 
или косвенно решают задачу. В  сформули-
рованной модели компания может решить, 
сколько единиц продукции производить 
и  отгружать на каждом из заводов, так же 
как будет происходить распределение пото-
ков от склада к каждому из районов. Затем 
модель отвечает за поиск значений этих пе-
ременных, обеспечивающих минимальные 
общие затраты на производство, хранение 
и распространение.

Вербальная формулировка модели выгля-
дит следующим образом:

Минимизировать: Общая стоимость про-
изводства + Стоимость запасов + Затраты 
на распространение.

Общая стоимость производства  = коли-
чество произведенных коробок, помноженная 
на себестоимость единицы продукции.

Стоимость запасов  = количество храни-
мых коробок, умноженное на стоимость еди-
ницы хранения.

Затраты на перевозку  = количество от-
груженных коробок, помноженное на стои-
мость перевозки за коробку.

Были определены следующие ограничения: 
мощность завода, удовлетворение спроса каждо-
го района, максимальный запас, финальная ин-
вентаризация, ограничения баланса, отправки.

Математическая модель в  алгебраиче-
ской записи

Ниже представлена целевая функция и огра-
ничения в алгебраической записи.

�XYijkl × CPNij + �Yjml × CINVjm +

+ �Zjiml × CFIim +�XYijlk × CFik +

+ �XZjlmik × CFEmk + �XZjlmik × CPNJI .

Показанная целевая функция представля-
ет собой сумму производственных затрат на 
каждом заводе (первая сумма), затрат на хра-
нение запасов (вторая сумма), транспортных 
грузов от заводов до складов (третья сумма), 
грузов от заводов до районов (четвертая сум-
ма), транспортные грузы из центров в районы 
(пятая сумма), себестоимость произведенных 
и отгруженных единиц (шестая сумма).

Ограничения
Ограничение производственной мощности. 

Сумма отгрузок продукции j  с каждого заво-
да i в районы m плюс продукция j, отправлен-
ная с заводов i в районы k, должна быть мень-
ше или равна мощности каждого завода i.

�mZimlj + �i XYiklj  ≤  CAPi    i.
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Удовлетворение спроса каждого района. 
Все поставки должны быть больше или рав-
ны потребности каждого района. Это огра-
ничение означает, что количество единиц, 
отгруженных каждого продукта j из каждого 
распределительного центра m в каждый рай-
он k в месяце l, плюс количество единиц каж-
дого продукта j, отгруженных с завода i в рай-
он k в каждом месяце l, должно быть больше 
или равно спросу каждого района k в месяц l 
на каждый продукт j.

�XZjlmk + �XYjlik  ≥  DEMjkl    jkl .

Максимальный запас. Общий запас всех еди-
ниц готовой продукции j, хранящихся в каждом 
распределительном центре, должен быть мень-
ше или равен максимальной вместимости запа-
сов каждого распределительного центра m.

�Yjml  ≤  CAPCENm    m .

Окончательная инвентаризация. Запас каж
дого продукта на складе должен быть больше 
или равен окончательному определенному за-
пасу.

�Yjlm  ≥  INVFINALj    j .

Остатки продукции в распределительных 
центрах:

INVCERO + �Zjiml – �XZjlmk – Yjml "1" = 0;

INVjml–1 + �Zjiml "1" – �XZjmkl "1" – Yjml "1" = 0 .

Ограничения указывают, что поток, посту-
пающий на каждый склад со всех заводов, 
должен быть равен потоку, направляемому ко 
всем потребителям товара.

Отправка со склада. Все, что отправляется 
со склада во все районы K, должно быть, по 
крайней мере, тем, что было там в конце меся-
ца (l-1). В конце месяца в распределительном 

центре не может храниться ни один продукт, 
которому больше месяца.

�XZjmkl  ≥  Yjml    j, m, l .

Отправка с завода. Минимальное количе-
ство коробок для отправки с заводов в райо-
ны – 600 штук. ОТПРАВКИ = 600 коробок.

Численная реализация модели в AMPL
В качестве инструментального средства для 

реализации проекта выбран язык AMPL как 
оптимальное по простоте использования, удоб-
ству и практичности программное обеспечение, 
позволяющее использовать готовые наборы ре-
шателей [37–40]. Решателями (solvers) называ-
ют алгоритмы для обработки моделей и чисел, 
которые вычисляют оптимальное решение.

AMPL – это язык для алгебраического мо-
делирования и математического программиро-
вания: машиночитаемый язык для выражения 
задач оптимизации, таких как линейное про-
граммирование в алгебраической нотации.

AMPL включает в себя:
1. Язык моделирования – с помощью кото-

рого происходит описание и разработка мате-
матических моделей, данных оптимизации, 
переменных, целей и ограничений.

2. Командный язык – для просмотра моде-
лей и анализа результато.

3. Язык сценариев – для сбора и обработки 
данных, а  также для реализации различных 
схем исследований оптимизации.

Все языковые блоки AMPL используют 
одни и те же концепции и синтаксис для мак-
симально упрощенного описания разраба-
тываемых сложных и  комплексных моделей 
и приложений. Модель была запущена в ин-
тернете в  NEOS-сервер, используя решатель 
Gurobi с  входом AMPL. Был выбран набор 
решателей целочисленного линейного про-
граммирования GURIBI с линейными ограни-
чениями. На сайте NEOS-сервер вводятся мо-
дель, данные и файл результатов, Программа 
выдает ответ за считаные секунды. На осно-
ве собранной информации была предложена 
планово-распределительная модель, позво-
ляющая смоделировать текущую деятель-
ность компании.
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Командный файл и выходной файл в AMPL. 
Файл скрипта в  AMPL используется, чтобы 
сообщить системе, как мы хотим, чтобы ре-
зультаты были представлены, и какие из них 
мы хотим иметь на выходе. Для этой работы 
сценарий AMPL изображен на рис. 3.

Валидация модели
Валидация  – это процесс проверки того, 

что результаты, предоставляемые моделью 
для выходных переменных и параметров, не 
сильно отличаются от результатов, измерен-
ных в реальности.

Существуют различные индексы, которые 
позволяют количественно оценить степень 
соответствия между измеренными данны-
ми и  результатами модели. Если модель по-
строена правильно, можно провести анализ 
чувствительности, чтобы определить, какие 
параметры следует измерять с  большей точ-
ностью и  большим пространственным раз-
решением. В этом случае мы будем измерять 
изменчивость реальных данных, установ-

ленных компанией, по сравнению с  данны-
ми ящиков, распределенных в  предлагаемой 
модели. В следующей таблице приведены ре-
зультаты, полученные в  соответствии с  фак-
тическим распределением за январь – апрель, 
и данные, полученные при вводе этих факти-
ческих данных в модель.

Проверка состояла в том, чтобы взять реаль-
ные данные о единицах, отправленных в пери-
од с января по апрель этого года, и включить их 
в модель AMPL. Фактические значения были 
предоставлены компанией.

Результаты показывают (табл. 2), что суще-
ственных отличий от реальной модели нет. Что 
касается количества распределенных коробок, 
разница составляет 4  364  коробки, что пред-
ставляет собой отклонение на 0,94 % по отно-
шению к количеству, отправленному в течение 
установленных месяцев. В случае затрат пред-
ставлены очень низкие вариации, коэффици-
ент вариации составляет 0,66 %, что указывает 
на надежность модели выше 99 %.

Рис. 3. Сценарий AMPL
Примечание: составлено авторами на основании данных,  

полученных в исследовании.

Таблица 2
Сравнение фактического распределения с моделью

Реальное 
распределение

Месяц Кол-во 
ящиков

Стоимость 
продукции

Расходы 
на перевозку

Расходы 
на хранение

январь 129 761 1 225 653 572 184 219 800 101 566 962
февраль 140 547 1 345 035 760 216 642 344 110 803 495

март 101 673 918 617 957 144 463 173 77 811 789
апрель 92 241 886 119 145 127 305 595 75 297 374
всего 464 222 4 375 426 434 672 630 912 365 479 619

Процентное 
соотношение – 81 % 12 % – –
Модель всего 468 586 4 357 015 890 669 800 673 363 941 785

Примечание: составлено авторами на основании данных, полученных в исследовании.
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Еще одним важным моментом для провер-
ки модели является проверка того, что все 
ограничения полностью выполняются.

Производственная мощность. Производ-
ственная мощность определяется количест-
вом коробок, отправленных с  заводов в  рас-
пределительные центры (Z) и с заводов в рай-
оны (XY). Эти количества зависят от текущей 
мощности каждого завода, поэтому сумма 
количества, отправляемого в распределитель-
ные центры и районы, не должна превышать 
эту мощность. Результаты показывают, что 
ограничение мощности выполнено.

Константиновск:

�Zimlj + �XYiklj  ≤  CAP      = 39 600

11 268 + 0 = 11 268 ≤ CAP .

Морозовск:

�Zimlj + �XYiklj  ≤  CAP      = 113 215

3 599 + 102 030 = 105 628 < CAP.

Запасы. Для запасов у нас есть два связан-
ных ограничения. Первый установлен, что-
бы не хранить больше, чем текущая вмести-
мость распределительных центров, а второй 
определяется минимальным количеством 
единиц в соответствии с политикой инвента-
ризации.

�Yjml  ≤  CAPCENm   m .

Константиновск:

�Yjml  ≤  CAPCEN      = 10 000

5 820 ≤ CAPCEN .

Морозовск:

�Yjml  ≤  CAPCEN      = 8 000

3 591 ≤ CAPCEN 

�Yjlm  ≥  INVFINALj    j .

Спрос районов. Должен удовлетворяться 
единицами, отправляемыми с  заводов (XY) 
и из распределительных центров (XZ).

�XZjlmk + �XYjlik  ≥  DEMjkl    jkl .

Средний спрос в период с января по апрель 
составил 116 056 коробок.

15 117 + 102 030 = 117 147  ≥  DEMjkl .

Это соответствует ограничению спроса.
При текущем прогнозе на период с  июня 

по декабрь, который составляет в  среднем 
91  274  ящика, мощности завода в  Морозов-
ске будет достаточно, чтобы удовлетворить 
спрос. Месяцем с  самым высоким спросом 
является декабрь с  97  433  ящиками, что де-
лает возможным производство на указанном 
заводе, чья текущая мощность составляет 
113 215 ящиков.

Полученная целевая функция показала, что 
соответствующие общие затраты на эксплуа-
тацию и распространение в течение семи ис-
следуемых месяцев составляют: CTR (июнь – 
декабрь) = 7 601 578 720 (тыс. руб.).

Для оптимальной работы модель дает сле-
дующие результаты:

1.  Производство: 99 % продуктов должно 
производиться на заводе в Морозовске.

2.  Распределение: 92 % отгрузок должно 
осуществляется напрямую с  завода в  Моро-
зовск в  районы; 8 % отправок должно осу-
ществляться через дистрибъютора.

3.  Запасы: 99 % запасов управляются скла-
дом в Морозовске.

Таким образом, добьемся минимизации 
затрат на производственные процессы, за-
пасы и дистрибуцию, оптимизируя ресурсы 
компании.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработана математическая модель, по-

зволяющая оптимизировать организационные 
процессы предприятия с  дискретным произ-
водством, используя математический аппарат 
линейного программирования, а  также его 
реализацию в  виде готового программного 
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решения на основе генератора AMPL, опти-
мального по простоте использования, удоб-
ству и  практичности программного обеспе-
чения, позволяющего использовать готовые 
наборы решателей.

Основным результатом исследования явля-
ется моделирование производственной цепоч-
ки предприятия дискретного типа, включаю-
щей производство, транспортировку, хране-
ние, распределение и доставку продукции по-
требителям, направленное на минимизацию 

производственных затрат при соблюдении 
технологических требований. Модель апро-
бирована на производственной цепочке пред-
приятия Ростовской области по производству 
снеков, имеющего два завода – в Морозовске 
и Константиновске – и поставляющего свою 
продукцию в 11 районов области. Построен-
ная модель может быть положена в  основу 
пользовательского программного комплекса, 
направленного на поддержку малого и  сред-
него предпринимательства.
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